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ΘΕΜΑ Β 
Β1. 

g(x)
f(x)

h(x)
=  

Πεδίο ορισμού: 

o g hx A A x [1, )    +  

o 

x 1
21

h(x) 0 x x 1 x 1
x



        

 Af = (1, +∞) 

f(x) =
g(x)

h(x)
=

√x +
1

√x

√x −
1

√x

=
x + 1

x − 1
 

r(x) g(x) h(x)=   

Πεδίο ορισμού: 

o g hx A A x [1, )    +  

Ar = [1, +∞) 

r(x) = g(x) ∙ h(x) = (√x +
1

√x
) (√x −

1

√x
) = x −

1

x
 



 

 

Β2.  
Η συνάρτηση f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη με  

f ′(x) = −
2

(x − 1)2
< 0 για κάθε x > 1 

Άρα η f είναι γν. φθίνουσα και συνεχής οπότε είναι και 1-1 και αντιστρέφεται. 

o 
x 1 x 1 x 1

x 1 1
lim f(x) lim lim(x 1)

x 1 x 1+ + +→ → →

+
= = + = +

− −
 

o 
x x x

x 1 x
lim f(x) lim lim 1

x 1 x→+ →+ →+

+
= = =

−
 

 
Επομένως  
f(A)=( lim

x→+∞
f(x) , lim

x→1+
f(x)) = (1, +∞) =  Af−1 = Af 

 
Έστω 

x 1 y 1
y f(x) y yx y x 1 x(y 1) y 1 x

x 1 y 1

+ +
=  =  − = +  − = +  =

− −
 

Οπότε 1 x 1
f (x)

x 1
− +

=
−

 

Άρα 1

1
ff

καιf (x) f(x) Α A−

− = =   

Τότε 1f f− =  

  

Β3.  
Η r είναι συνεχής ως ρητή στο  )1,+  άρα δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες. 

x
lim r(x)
→+

= +ℝ 

2x x x

1
x

r(x) 1xlim lim lim 1 1
x x x→+ →+ →+

−

= = − =  ℝ 

( )
x x x

1 1
lim r(x) x lim x x lim 0

x x→+ →+ →+

   
− = − − = − =   

   
 

Άρα η ευθεία y = x είναι πλάγια ασύμπτωτη της Cf στο +∞. 
Β4. 
(f −1(f(x)))2 = 1 + 4r(x), x∈(1,+∞) 

x 12
2 21 4(x 1) 4
x 1 4 x x 1 1 x 4

x x x


− 

 = + −  − =  =  = 
 

 

 

 

 



 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.  
Εφόσον η f είναι συνεχής άρα θα είναι και συνεχής στο x=2 

• lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2+

(−𝑥2 + 4𝑥 − 3 + 𝜆) = 1 + 𝜆 

• lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2−

(−2𝑥 + 4 + 𝑒𝜆) = 𝑒𝜆 

• f(2) = eλ 

Άρα eλ = 1 + λ ⇔ λ = 0 εφόσον από γνωστή ανισότητα ισχύει 
ex ≥ x + 1 για κάθε  x∈ 𝐑 με την ισότητα να ισχύει για x=0 

Γ2.  

Για λ=0 έχουμε f(x) = {
−2𝑥 + 5,         0 ≤ 𝑥 < 2

−𝑥2 + 4𝑥 − 3,       𝑥 ≥ 2
 

Η f είναι παραγωγίσιμη στα διαστήματα (0,2) και (2,+∞) ως πολυωνυμική με  

f′(x) = {
−2,         0 ≤ x < 2
−2x + 4,       x > 2

 

Βλέπουμε πως f ′(x) < 0 σε κάθε περίπτωση και εφόσον η f είναι και συνεχής θα 
είναι γν. φθίνουσα στο [0, +∞) 

για κάθε x ≥ 0 ⇔ f(x) ≤ f(0) ⇔ f(x) ≤ 5  
Άρα η f παρουσιάζει στο 0, ολικό μέγιστο το f(0)=5 

 

Γ3. 

i)  

• 
x 2 x 2 x 2

f(x) f(2) 2x 5 1 2(x 2)
lim lim lim 2

x 2 x 2 x 2− − −→ → →

− − + − − −
= = = −

− − −
 

• 
2 2

x 2 x 2 x 2

f(x) f(2) x 4x 4 (x 2)
lim lim lim 0

x 2 x 2 x 2+ + +→ → →

− − + − − −
= = =

− − −
 

Εφόσον 
x 2

f(x) f(2)
lim

x 2+→

−

−
   

x 2

f(x) f(2)
lim

x 2−→

−

−
 , η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο 2 Άρα δεν 

ισχύουν οι προυποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο διάστημα [0,3] 

 

ii) O συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας ΔΕ είναι ίσος με 

f(3) f(0) 5

3 0 3

−
 = = −

−
 

Αρκεί να δείξω ότι υπάρχει ξ∈(0,3) τέτοιο ώστε: 
5

f'( )
3

 = −  

• Για 0 < 𝜉 < 2: 

f ′(ξ) = −2 ≠ −
5

3
 

 
 



 

 

• Για 2 < 𝜉 < 3: 
5 5 17

f '( ) 2 4 (2,3]
3 3 6

 = −  − + = −  =   

Οπότε 
17

6
 =  

Γ4.  
2 2 2x 2: f(x) x 4x 3 x 4x 4 1 (x 2) 1  = − + − = − + − + = − − +  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Έστω Μ(2,y) και για την χρονική στιγμή t ισχύουν 

𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡) = 0.5 

Στο τρίγωνο ΟΑΜ θα ισχύει: 
y

2


= =


, επομένως  

2

y(t) 1 y'(t)
(t) ω'(t)

2 συν ω(t) 2
 =   = (1) 

o 0 2

2 2
συνω(t )

52 1


= = =
 +

 

Οπότε τελικά έχουμε: 

0

1 0,5 5 1 1
(1) ω'(t ) ω'(t ) ω'(t )

4 2 4 4 5
5

   =  =  =  rad/sec. 

 

 

 



 

 

ΘΕΜΑ Δ 

( )f : 0,+ →ℝ, 
lnx x lnx

f(x)
x x

+
= = +  

Δ1. Η f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη με: 

o 
2

1 lnx
f '(x)

x

−
=  

o 
2

1 lnx
f '(x) 0 0 1 lnx 0 lnx 1 x e

x

−
=  =  − =  =  =  

o 
2

1 lnx
f '(x) 0 1 lnx 0 lnx 1 x e

x

−
   −       

o 
2

1 lnx
f '(x) 0 0 1 lnx 0 lnx 1 x e

x

−
    −       

x 0                                  e                                +∞ 

f’ + − 

f ↗ ↘ 

 

Η f παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο x = e το f(e)=
1

e
+ . 

Από το σύνολο τιμών της συνάρτησης αντιλαμβανόμαστε ότι το μέγιστο της 

συνάρτησης είναι ο αριθμός 1 + 
1

e
. Άρα έχουμε: 

1 1 1
f(e) 1 1 1

e e e
= + + = +  =  

Άρα 
lnx

f(x) 1
x

= + . 

Δ2.  

 Η f συνεχής στο 
1
,1

2

 
 
 

 ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων. 

o 

1
ln

1 ln2 e2f 1 1 2ln2 1 ln 0
1 12 4
2 2

− 
= + = + = − + =  

 
, αφού 

e e
1 ln 0

4 4
    

o f(1) 1=  

Άρα από θεώρημα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον xo∈
1
,1

2

 
 
 

 τέτοιο ώστε f(xo) = 0 

Όμως η f είναι γνησίως αύξουσα στο Δ1 = (0,e] ( 1

1
,1

2

 
  

 
) οπότε το παραπάνω xo 

είναι μοναδική ρίζα της f στο Δ1. 
 



 

 

Η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο Δ2 = (e,+∞) με: 

( )2
x x e

DLH

x x x

1
f( ) lim f(x),limf(x) 1,1 , ύ

e

lnx 1
lim f(x) lim 1 1 lim 1

x x

→+ →

→+ →+ →+

 
 = = +  

 

 
= + = + = 

 

 

o 0∉f(Δ2), οπότε η f δεν έχει ρίζα στο Δ2. 
 
Οπότε το παραπάνω xo είναι μοναδικό. 

Δ3.  

(i) f(x) = f(4) (1) 

o 
ln2

f(2) 1
2

= +  

o 
ln4 2ln2 ln2

f(4) 1 1 1 f(2)
4 4 2

= + = + = + =  

Έστω h(x) = f(x) – f(4), Αh = (0,+∞) 
Παρατηρώ ότι h(2) = h(4) = 0, οπότε το x1 = 2 και x2 = 4 αποτελούν λύση της 
ζητούμενης εξίσωσης.  

o Η h είναι συνεχής και παραγωγίσιμη με h’(x) = f’(x), οπότε η μονοτονία της 
συνάρτησης h είναι ίδια με την μονοτονία της συνάρτησης f που 
υπολογίσαμε στο ερώτημα Δ1. 

o 2∈Δ1 = (0,e] οπότε το  x1 = 2 είναι η μοναδική ρίζα της (1) στο Δ1 
o 4∈Δ2 = (e,+∞) οπότε το  x2 = 4 είναι η μοναδική ρίζα της (1) στο Δ2 

Οπότε το x1 = 2 και x2 = 4 είναι οι μοναδικές λύσεις της ζητούμενης εξίσωσης. 
(ii)  

x 0,ln2 0

x 2 x 2 ln2 lnx
2 x ln2 lnx xln2 2lnx g(x) 0

2 x

 

         (2) 

o Αν x∈(0,e] έχουμε: 

(2) 

g . ύ

g(x) g(2) x 2

  

     

o Αν x∈(e,+∞) έχουμε: 

(2) 

g . ί

g(x) g(4) x 4

  

     

o Τελικά x∈[2,4] 

Δ4. 

To ζητούμενο εμβαδόν δίνετε από τη σχέση: 
0 0

x

xln2 ln2

1 x
|g(x)|dx |f(e ) |dx

e− −

−
 = =   

έστω κ = ex 
1

x ln dx d =  = 


, 1 1 2 2

1
x ln2: x 0: 1

2
= −  = =  =  

Οπότε έχουμε: 



 

 

0
1 1 1

1 1 12
2 2 2

1 e 1 1 e
|f( ) | d |f( ) |d |f( )f '( )|d

 − −
 =   =   =   

      

o f’(κ) > 0 , για κάθε κ∈ 
1
,1

2

 
 
 

 

o Για το πρόσημο της f θα δουλέψουμε με περιπτώσεις: 

✓ 

f . ύ

o o

1 1 e
x f f( ) f(x ) ln f( ) 0

2 2 4

  

 
           

 
 

✓ ( )

f . ύ

o ox 1 f x f( ) f(1) 0 f( ) 1

  

            

Άρα για το ολοκλήρωμα έχουμε: 

( )
( )

o
o

o
o

x 1
x 1

2 2
1

x 1
2 x

2

2 2 2 2 2 2
o o

2
2

1 1
f( )f '( )d f( )f '( )d f ( ) f ( )

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
f (x ) f f (1) f (x ) f f (1)

2 2 2 2 2 2 2 2

2ln2 1 11 1
2ln2 1 . .

2 2 2

   
 = −    +    = −  +  =   

   

   
− + + − = +   

   

− + +
= − + + =  

 
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